EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

BUDA VIRAG - PRINS REBECCA

BIZONYITASOK A MATEMATIKA

TANARSZAKOS HALLGATOK KOREBEN

Témavezeto:

Szabé Csaba
egyetemi tanar

Algebra és Szamelmelet Tanszek



TARTALOMJEGYZEK

1. BEVEZETES ...oovuitieieeeieeteee et es st s st sas sttt sss s s st s st ensssansanansanes 3
2. KISERLET ELOKESZITESE .....coovieieisieieceese e eses s sssss st sses s sessssnensanes 3
3. A KISERLET FELEPITESE .....cocooviieiieicisseteeeseeissssestes s tsses s sasessesss s ssnansenssseneans 5
R B 2 a4 30 1<) 1) < PP R UPRTUPRPI 5
B2 FRIEPIEES .ttt 6
| 2 o) R 7
3.3 HIPOLEZISEK ...ttt 8
4. BIZONYITASOK ..ot ee sttt n sttt an st anensnes 8
1 ) v O R PPR 8
RT3 WO 10
5. TAPASZTALATOK ES KOVETKEZTETESEK ........ccccoosvriiisiriiseseeessesesssesesessesssnenean, 11
7. HIVATKOZASOK ....ooviriiveeeieesresiiessesese et sesasses s sessssssssesssssssessssssssssssnsssssssssesnssssnsones 12
MELLEKLETEK .....oviuitiitiiesieeisss s seseeses st esesssaes st st sssss s nesns s s nssnsnsnsansnsanes 13



1. BEVEZETES

Herbert és mtsai (2015) szerint a bizonyitas kozponti szerepet tolt be a matematika oktatasaban,
¢s mind az oktatokat, mind a hallgatokat komoly kihivasok elé allitja, kiilondsen a bevezetd
kurzusokon. Amellett, hogy a tananyag 0j fogalmakkal, definiciokkal és tételekkel van
nehezitve, a bizonyitas folyamata sok didk szdmara tovabbra is jelentds akadalyt jelent.

Ez a dolgozat az Algebra és Szamelmélet kurzusok alatt felmeriilé bizonyitasokkal és
feladatmegoldasokkal kapcsolatos hibakkal, hiAnyossagokkal foglalkozik. Arra térekszik, hogy
feltarja, hogyan érzékelik a didkok a matematikai bizonyitds bonyolultsdgat és hogyan
navigalnak benne. A kutatast vezérld atfogd kérdés a kovetkezd: Hogyan latjak a didkok az
algebrai bizonyitast, valamint teljes feladatmegoldast és észreveszik-e a hidnyossag és a
teljesség kozti arnyalatokat?

A matematikaoktatisban a bizonyitassal kapcsolatos, egyre terjedd kutatdsok ellenére a
tanarszakosok korében a bizonyitassal foglalkozé atfogd tanulméanyok tovabbra is ritkak. Ez a
dolgozat e hianyossag potlasahoz jarul hozza azzal, hogy megvizsgalja egy 54 negyedéves
egyetemi hallgatobol 4llo csoport meglatisait hallgatok altal beadott bizonyitasok és
feladatmegoldasok helyességét, teljességét. A dolgozat a didkok megoldasainak
kulcsfontossagn Iépéseit vizsgalja, feltarva a bizonyitas megértésérol, a bizonyitas céljairdl és
a bizonyitasok hatékony kommunikacidjanak modjarol alkotott nézeteiket.

A bizonyitasokkal kapcsolatos interakciok harom nagy teriiletre terjednek ki: a bizonyitasok
konstrualasara, a bizonyitasok javitdsa és a bizonyitasok megtanuldsa/megértésére (Tall és
mtsai, 2012). A tanuloknak az elméleti szempontok, kiilondsen a bizonyitas megragadasaban
jelentkezd kihivasok a korabbi oktatési tapasztalatoknak tulajdonithatok, amelyek a képleteket
a fogalmi megértéssel szemben elényben részesithetik. Stewart & O.J. Thomas (2019) azt
javasolja, hogy a linearis algebrai bizonyitasnak természetes moédon kell fejlédnie a kurzuson
beliil, kiemelve Harel (2013, 2018) ajanlasait a diakok aktiv részvételére, a bizonyitasok
intuiciora valo épitésére, a bizonyitasolvasas 0Osztonzésére ¢€s a bizonyitas teljeskori
megértésének hangstlyozasara. Ez alapjan az altalunk vizsgalt didkoknak mar rendelkezniiik

kell a bizonyitasok kompetencidival.

2. KISERLET ELOKESZITESE

A bizonyitasi képesség kompetencidkra épiil. Mi ebben a dolgozatban harom kiilonb6z6

bizonyitasi kompetenciat kiilonboztetiink meg: a bizonyitas értését, a bizonyitas javitasat és a
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bizonyitas készitését. De hogyan lehet eldonteni mikor a helyes egy feladatmegoldas és mikor
teljes egy bizonyitas? Tobb kutato is egyetért abban, hogy ehhez elézetesen egy keretrendszert
kell meghatarozni, ami alapjan tudatosan értékeljiik ki a feladatokat. Ezek természetesen
tantargy és matematikai teriilet specifikusak, s6t még az életkort és korabbi tapasztalatot is
figyelembe kell venni az Osszeallitasnal. igy mi is elengedhetetlennek tartottuk, hogy
rendelkezziink egy sajat rendszerrel. Ezért Gsszegytjtottik a legjellemzdbb, leggyakoribb
hibatipusokat és ezeket hat fokategoridba soroltuk, ez adta az utmutatonk alapjat. A
fokategoriak az alabbiak: nem odatartoz6 informacio, hidnyos végeredmény, hianyos indoklas,
hibas indoklas, leirasi hiba, matematikai hiba.

Elsének kiilon kategoriaba szedtiik a matematikai pontatlansagokat, elszamolasokat. Ezek nem
elvi hibak, akar véletleniil is bekeriilhetnek a megoldéasba, ezeket nevezzilk matematikai
hibanak. Emellé még a leirdsi problémdkat valasztottuk nem elvi hibanak, amibe példaul egy
olyan bizonyités tartozik, amiben a lépések nem megfeleld logikai sorrendben kovetik egymast.
Ez a két kategdria zommel kisebb hianyossagokat tartamaznak, nem sulyos elvi tévedéseket.
A tobbi hibalehet6séget négy alpontra szedtilk: nem odatartozoé informacid, hianyos
végeredmény, hidnyos indoklds és hibds indoklds. A nem odatartozé informacid leirdsanal
példaul megkiilonboztettiik a témaba vagod, de nem sziikséges informaciokat: ilyen mikor a
didkok a primitiv egységgyokok rendjének meghatarozasakor a nem primitiv egységgyokok
rendjeit is kiszamoljak; és az egyaltalan nem témaba vagokat, példaul egy permutacios
bizonyitas/feladatmegoldas soran a Lagrange-tétel alkalmazasa. Ehhez gyengén kapcsolodik a
nem teljes, hianyos végeredmény is. Ez gyakran fordult eld linearis kongruenciarendszerek
megoldasanak megadasakor. Az utolso két kategoria az indoklasok mindségével foglalkozik.
Els6ként a hianyos indoklast vizsgaltuk, ezeket gy hataroztuk meg, hogy ezek azok a
feladatok, amiket tovabbi indokldssal ki lehetne helyesen egésziteni teljes megoldassa.
Megkiilonboztettiik a kategdrian beliil a 1épések atugrasat, ezen beliil is, hogy az atugrasokat
kovetden olvashato-e még a megoldas vagy sem (értelmezheté-e vagy nem az olvasd/javitd
szdmara); a feltételek nem ellendrzését, és a nem minden eset megvizsgalatat. Utobbi a nem
teljes végeredménnyel is kapcsolatban van, de egy erds elvi hibanak tekintendd, valamint egy
feladat teljes megoldésa egy indoklasi folyamat, igy mindenképp kiilon kategoriaba kell sorolni.
Ha a megoldas nem egészithetd ki teljessé, hanem hallgatd megoldasatol kiilonbozé modon kell
indokolni, akkor hibas indoklasrol beszéliink. Pontosabban ez lehet hamis feltevés vagy rossz
definiciobol valo kiindulas, ilyen példaul a felsorolasoknal fordulhat el. Ennek durvabb
valtozata, amikor a hallgatd konkrét példakbol fogalmaz meg altalanositast és ezt tekinti teljes,

helyes bizonyitasnak pl. 24, 56, 264, 1392 mind olyan szamok, amik 2-vel, 4-gyel és 8-cal is



oszthatdak, tehat egy szam oszthato 8-cal, ha oszthato 2-vel és 4-gyel. Ezen kiviil jellemz6en a
hib4s megforditas fordult eld: mikor a hallgatok arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy negyed-
¢€s magasabb foku polinom irreducibilis, ha a racionalis gyokteszt segitségével belathato, hogy
nincs racionalis gydke. Végezetil pedig a Dbizonyitandd allitds felhasznalasat:
felvételiben/érettségiben sokszor szerepld bizonyitsuk be hogy a szog adott nagysagl az szoget
feladatban a tanuld abbol indul ki, hogy mekkora az adott szog; vagy éppen a nem bizonyitott

allitas hasznalatat vettiik kilon.

3. A KISERLET FELEPITESE

3.1 Elozmények

A kisérletiinkben 31 hallgatd vesz részt onkéntes alapon. Ok mind az Eoétvés Lorand
Tudoményegyetem tanarszakosok szdmara meghirdetett Algebra ¢és szamelmélet 5
(mmt5tlal7g) kurzusra jarnak, melyet Osszesen 54 hallgato vett fel ebben a félévben
(2023/2024/1). Ok az egyetemi tanulményaik kezdete 6ta rendszeresen bizonyitanak az algebra
kurzusokon. Ezek az algebra kurzusok mind jatékositva voltak, félévente eltér6 moédon, mas

keretek kozott.

A mintatanterv szerint az Algebra és szamelmélet 5 a kurzushoz eléfeltételiil szolgalo Algebra
¢s szamelmélet 1 kurzus 2020. szeptemberében indult el. Ebben a félévben a jegyszerzés
pontrendszer alapu volt. A hallgatok megajanlott jegyet szerezhettek, ha teljesitettek bizonyos
minimum kovetelményeket és mellette egy elére meghatarozott pontszamot elértek. Ez
szamszeriien azt jelentette, hogy minden bizonyitasra 6 pontot lehetett kapni, ha az teljes volt
¢s ezekbdl 12 volt a félév sordn. A 12 teljesithetd bizonyitasbol legalabb 6, legalabb 5 pontos
bizonyitast kellett irni, ami azt jelentette, hogy a hallgatd csak nagyon apr6 hibat véthet, elvi
hiba nem kertiilhetett a bizonyitasba. Ezek a hetente beadhatd bizonyitdsok az eldadas soran
elhangzottak, igy az el6adason részt vevok konnyitett helyzetben voltak. Ezen kiviil el6re

meghatéarozott szakirodalmak segitették még a hallgatok munkajat.

Az Algebra és szdmelmélet 2 kurzus kitliz0 rendszerben zajlott. Azok a tanulok kaphattak
megajanlott jegyet, akik legaldbb 12 kitliz6t 0sszegyljtottek. Kitliz6t ugy szerezhetett egy
hallgato, hogy ha 3 hibatlan bizonyitast beadott. A bizonyitasok tovabbra is elhangzottak az
eldadasokon, valamint a szakirodalmakat tovabbra is lehetett hasznalni. Hibatlan bizonyitasnak
az mindsiilt, amiben nem volt elvi hiba, maximum kisebb elszdmolés szerepelhetett benne. A

hallgatoéi visszajelzésekbdl kideriilt, hogy a kitlizérendszer nem igazan kdzkedvelt.



A hallgatoi visszajelzéseknek eleget téve, az Algebra és szdmelmélet 3 és 4 kurzusok ismét
pontszerre épiiltek. Tovabbra is bizonyitasokat és feladatmegoldasokat kellett leadni heti
rendszerességgel. A bizonyitasokra maximum 6 pontot lehetett kapni, ahol 6 pontot ért egy
teljes bizonyitas, 5 pontot egy aprobb hibakat tartalmazo. 3 vagy 4 pontot ért egy hianyos
bizonyitas a hianyossag mértékétdl fliggden és 1 vagy 2 pontot ért az, amiben csak helyes
részgondolat szerepelt. A hallgatok szamara segitségként tovabbra is adott volt az eldadas és az
elore egyeztett szakirodalom. Ezen feliil az Algebra és szamelmélet 3 és 4 kurzusok sajatossaga
volt, hogy hallgat6i javitocsoportok alakultak. A javitocsoportok egy beosztas alapjan egy-egy
hét bizonyitasait és feladatait értékelték. Ez persze nem azt jelentette, hogy mindenki a legjobb
baratjanak megadta a teljes pontszamot, hanem elkészitettek egy eldzetes javitasi valtozatot,
melyet aztan javitasfelel6sok véglegesitettek a gyakorlatvezetdkkel egyeztetve. Igy a diakok
nem csak a bizonyitasi készségeiket fejleszthették, hanem a bizonyitas olvasési/értési s javitasi

képességeiket is. Ez jovenddbeli tanarként a szakmai fejlédéshez is fontos.

Az Algebra és szamelmélet 5 kurzuson tovabbra is a pontrendszer van érvényben. A heti
bizonyitasok helyett ebben a félévben 7 darab emlékeztetd dolgozat keriilt megirasra. Ezek az
eldzd félévek fontosabb tételeit idézik fel és az ott megszerzett tudast kérik szamon. Emellett
valtozatlanul heti rendszerességgel, de mas formatumban fennmaradtak a beadhat6 feladatok
is. Ezek a feladatok most mar inkdbb tekinthetk bizonyitasnak, mintsem egy szdmolasi
feladatnak. Minden beadhat6 feladatnal részletesen kell indokolni és teljes pontszadmot csak az
a hallgat6 kaphat, aki igényesen meg is indokolja a megoldéasat. Emiatt ebben a félévben mind

a beadhat6 feladatokra, mind az emlékeztetd dolgozatokra bizonyitasként hivatkozunk.

3.2 Felépités

A kutatasunk miatt ebben a félévben az el6addoval egyeztetve abban allapodtunk meg, hogy
minden beadott bizonyitast mi ketten javitunk eldadoi feliigyelet mellett. A vallalt szerepkoriink
miatt szeptember Ota gyijtottiik és rendszereztiik az altalunk megalkotott kategoridkba a ,,szép”
-nek vélt, elegansan hibas bizonyitasokat, melyeket az el6z6 félévben beadott bizonyitasokkal
egészitettiink ki. Ezekbdl egy anonim feladatbankot készitettiink, amelyet megosztottunk a
kisérletben 6nként résztvevé 31 hallgatotarsunkkal. Ez a 31 hallgaté megkapta a magunknak

kialakitott itmutato roviditett, kodolt valtozatat.



Javitas utmutato:
Az alapveté feladat eldonteni, hogy a megoldasok jok vagy rosszak.
Arra kériink Titeket, hogy 2-3 soronként jeloljétek az alabbi rendszer szerint mi torténik.
A) Hibatlan
B) Nem tudom eldénteni, hogy j6 vagy rossz, de szerintem...
1. jé
2. rossz
C) Itt hiba van.
Hianyos indoklas, de kiegészithetd
Gondolatmenet helyes, de a kévetkeztetés hianyos
Nem bizonyitott allitast hasznal
Hamis allitast hasznal
Hibas megforditas, kovetkeztetés
Példabol kovetkeztet egy altalanos szabalyra
Nem odatartozé informaciok szerepelnek

NouopwhE

Kérjiik, ami javithato hiba/hiany, azt javitsatok is Ki.
Mindenki 7 megoldott feladatot kap, de nem kotelezé mindet kijavitani.

1. abra

Az ¢ feladatuk az volt, hogy minden bizonyitashoz 2-3 soronként odairjadk az altaluk vélt
odatartozo hiba betiijelét, illetve ahol tudjak, javitsak ki az észrevett hibakat. Ez a feladat
pontszerzési lehet6séget kinalt az évfolyamnak, de nagy 6romiinkre szolgalt, hogy nem csak
olyanok ¢éltek a lehetdséggel, akiknek tovabbra pontokra volt sziikségiik a megajanlott jegyhez.
Elmondéasuk szerint azért vélasztottdk ezt a feladatot, mert szakmai fejlédésiik fontos

épitokovének tekintik az ellendrzést és értékelést, mint tanari kompetenciakat.

Kiemelt figyelmet forditottunk az anonimitdsra. Ahhoz, hogy hallgatotarsaink beadott
bizonyitasait felhasznalhassuk a beleegyezésiikre volt sziikség. Ezt egy hozz4jarulo nyilatkozat
kitoltésével tudtak nekiink megadni, melynek kovetkezményében 37 hallgatd bocsatotta
rendelkezésiinkre megoldott feladatait. A felhasznalhat6 feladatok koziil egy 25 feladatbol allo
feladatbankot hoztunk létre. Aki vallalta ezt a fajta pontszerzési lehetdséget, annak 7 megoldast
kellett kijavitania a megadott kddokkal. A 7 javitando koziil 4 ajanlott volt, ahol 2-2 lehetdség
koziil lehetett valasztani. A maradék 3 értékelendd bizonyitas kivalasztasa a hallgatéra volt

bizva.



3.3 Hipotézisek
e A bizonyitési készség szorosan 0sszefligg a bizonyitasok értésével.
e Azok a tanulok, akik helyesen felismerik, hogy egy bizonyitds hidnyos vagy hibas, nem
feltétlentil tudjak azt javitani vagy kiegésziteni.
e Amennyiben a feladat kiirds szerint hibas megoldasokat kell kijavitani, a tanulok egy

része ajavitando feladatok k6zott szerepld teljes bizonyitasokban is hibat vél felfedezni.

4. BIZONYITASOK

A kovetkezoékben bemutatunk kettd példat (2. és 3. dabra) a hibas bizonyitdsokra a
feladatbankunkbdl ¢és leirjuk, hogy mi mit gondoltunk ezekben hibdknak. A 1. mellékletben
tovabbi példak talalhatoak hibés bizonyitasokra.
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2. abra

Ebben a bizonyitasban a hallgat6 helyesen felfedezte, hogyha hetes szamrendszerben vagyunk,
akkor Zz-ben kell gondolkodni. Jol felirta, hogy ha egy négyzetszam utols6 szamjegye 5 lenne,
akkor eldallna 7k+5 alakban. A kezdeti egyenlete tehat valoban az, amit be szeretnénk
bizonyitani, viszont nem indokolta meg, hogy miért ez a kiindulasi egyenlet. Innen ismét egy
helyes 1épés kovetkezik, modulo 7 veszi az egyenletet, azonban az indoklas innen is lemaradt.
A hallgato utolso el6tti sora még mindig csak a feladat 4tfogalmazasa, nem a megoldéasa. Ebbdl
nem deriil ki mivel van ellentmondésban a felirt 0sszefliggés, vagyis miért nem lehet egy
négyzetszam kongruens 5-tel, modulo 7. Emellett nem odatartozo informacio is szerepel a

bizonyitasban, ami a t¢émakorhoz kapcsolodik, azonban ehhez a feladathoz felesleges.
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A hallgato felsorolas szinten elkezdi leirni adott elemszamu részcsoportokat. Ez a felsorolas jo
irany, az viszont nem dertil ki, hogy 1étezik-e tobb. Vegyiik észre azt is, hogyha nem Ss-ben,
hanem Se-ban vizsgalnank ugyanezt a feladatot, akkor mar tobbféleképpen is eldallhatnanak az
egyes elemszamu részcsoportok. A hallgaté nem indokolja meg, hogy miért nem allhatnak el6
masféleképpen a kiilonb6z6 elemszamu részcsoportok. Ez az egyik f6 probléma. Ebben az
esetben szerencséje volt a hallgatonak, mert az 1,2,3 elemszamu részcsoportok nem allnak el
masképpen. Nézziik meg a 4 elemszdmu esetet! Itt a hallgaté nem sorolja fel a négyhossza
ciklust és azt sem indokolja meg, hogy azért nem teszi mert paratlan paritas. Azt sem ellendrzi,
hogy az altala felirt ciklusok valoban részcsoportot alkotnak-e. A 6 elemszamu részcsoport
esetében az indoklasa mindaddig helyes, hogy ,,Szorozzuk 6ssze a masik harmadrendii elemet
a masodrendiivel!”. Innentdl kezdve a zérojeles rész tovabbra is teljesiil és az is, hogy az 5.
elemet sem kaphatom meg. Az viszont nem deriil ki, hogy az 5. elem inverzét miért nem. Tehat

nem biztos, hogy 6 elemem van. Ha feltételezziik, hogy a masodjara kapott harmadrendi elem
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valoban nem egyenlé a mar meglévé harmadrendii elemiinkkel €s nem is annak az inverze,
akkor teljesiilnek a hallgato altal felirt szorzasok. Ezaltal két Gjabb harmadrendii elemet és ezek
inverzeit tudjuk megnevezni a részcsoporton beliil. A betiikkel felirt szorzdsok megegyeznek a
zarojelben leirt magyarazattal. A bizonyitasbol latszik, hogy a hallgato rendelkezik az alapvetd
ismeretekkel a témakorbdl és id6t szant a feladatra. Az is kideriilt viszont, hogy a felsorolas

nem egy hatékony bizonyitasi modszer.

5. TAPASZTALATOK ES KOVETKEZTETESEK

Kutatasunk célja az volt, hogy megvizsgaljuk a tanarszakos hallgatok bizonyitasi
kompetenciait. Ezt harom 6 kategoridba osztottuk: a bizonyitasok megtanulasa, a bizonyitasok
készitése ¢€s a bizonyitasok ellendrzése. Az elmult két félév beadott bizonyitasai koziil 25
darabot emeltiink ki és arra kértiik hallgatotarsainkat, hogy egy altalunk elkészitett kodrendszer
alapjan ezeket javitsak ki. Minden hallgatonak hét-hét bizonyitést kellett kijavitania és ha tudta,
kiegésziteni. A kisérlet soran kideriilt, hogy a résztvevo hallgatok jelentds tobbsége, 31
hallgatobol 22, le tudja ellendrizni a bizonyitasok helyességét. Ennek ellenére a 22 hallgatobol
csak 13-an tudtak helyesen kiegésziteni a hibas bizonyitasokat. Emellett kijelenthetd, hogy a
feltételek ellendrzése mar nem okoz gondot az évfolyamon, hiszen a félév végére 54 hallgatobol
mar csak 5 esetben fordult el6 ez a probléma. Abban az esetben viszont, mikor
esetszétvalasztasok vannak, még mindig gyakori, hogy nem minden esetet vizsgalunk meg.
Megfigyelhetd, hogy negyedévben még mindig az egyik legjellemzoébb az allitasok hibas
megforditasa, foként azok korében, akik tobbedjére veszik fel a targyat. Az el6zd félévekhez
képest a példabol altalanositas mar sokkal kevesebbszer jelentkez6 probléma. Azok a hallgatok,
akik nem jarnak el6adésra gyakran esnek bele a nem bizonyitott allitas hasznalata kategoriaba,
mert a szakirodalmakra timaszkodnak. Altaldban cimszavak alapjan keresnek a meghatarozott
tankonyvben, igy az adott bizonyitdshoz sokszor nem kapcsolddo tételek, allitasok, lemmak
kertilnek leirasra. Tehat esetiikben sem a bizonyitas készitése, sem a bizonyitds megtanulasa

nem teljesiil.

Annak ellenére, hogy az évfolyam sok éve bizonyit, még mindig vannak hidnyos bizonyitasok,
pontatlansdgok. Azonban sok esetben a hallgatok mar tigy gondoljak, hogy ha érzik, hogy egy
bizonyitasuk nem teljes, akkor inkabb be sem adjak. Viszont el6adason, gyakorlaton sokszor

eldkertil, hogy egy-egy bizonyitast hogyan kellett volna helyesen megoldani.
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